 4. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ТА БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 


Завдання 4.1. Знайти інтеграли , використовуючи безпосереднє інтегрування, правила інтегрування, метод підведення під знак диференціала.


B.1.      	a) ;    		б) ;  


в) ;                  		г) .              


В.2.		а)                  		б) ;


		в) ;       	г) .    


В.3.		а) ;              		б) ;	   


          в) ;    	 г) .     


В.4.		а) ;       			б) ;


		в) ;              	г) .         


В.5.		а) ;               			б) ;
		в) ;                		г) .                


В.6.		а) ;             		б) ;


[bookmark: _GoBack]		в) ;                		г) .              


В.7.		а) ;                 		б) ;


		в) ;            	г) .      


В.8.		а) ;              		б) ;           


                    в) ;                		г) .             


B.9.      	a) ;             			б) ;  


в) ;           		г) .           


В.10.		а)           			б) ;


		в) ;                		г) .        


В.11.		а) ;             			б) ;	   


          в) ;             		г) .          


В.12.		а) ;           			б) ;


		в) ;               		г) .             


В.13.		а) ;         			б) ;


		в) ;                   		г) .              


В.14.		а) ;            			б) ;


		в) ;                     		г) .                 


В.15.		а) ;       		б) ;


		в) ;              		г) .            


В.16.		а) ;              		б) ;           


в) ;           			г) .      


В.17.		а) ;          			б) ;


		в) ;               			г) .             


В.18.		а) ;               			б) ;


		в) ;            			г) .             


В.19.		а)  ;               			б) ;


		в) ;          			г) .                  


В.20.		а) ;          		б) ;


		в) ;            			г) .               


В.21.		а) ;              			б) ;


		в) ;                   		г) .                  


В.22.		а) ;             			б) ;


		в) ;              		г) .         


В.23.		а) ;              			б) ;


		в) ;             		г) .                


B.24.      	a) ;           			б) ;  


в) ;           		г)  .         


В.25.		а)                		б) ;


		в) ;            		г) .        


В.26.		а) ;               		б) ;	   


          в) ;              		г) .               


В.27.		а) ;                		б) ;


		в) ;         		г) .       


В.28.		а) ;          			б) ;


		в) ;             			г) .                


В.29.		а) ;           		б) ;


		в) ;           			г) .                   


В.30.		а) ;               			б) ;


		в) ;          		г) .                


Завдання 4.2. Знайти інтеграли , використовуючи метод підстановки.


B.1.      	a) ;         			б) ;  


в) ;              			г) .      


В.2.		а)               			б) ;


		в) ;         			г) .        


В.3.		а) ;            			б) ;	   


          в) ;         		г) .     


В.4.		а) ;             		б) ;


		в) ;                		г) .       


В.5.		а) ;               		б) ;


		в) ;             		г) .       


В.6.		а) ;           		б) ;


		в) ;            		г) .     


В.7.		а) ;                  		б) ;


		в) ;            		г) .    


В.8.		а) ;              		б) ;           


                    в) ;         		г) .         


B.9.      	a) ;    			б) ;  


в) ;     			г) .      


В.10.		а)         			б) ;


		в) ;         			г) .    


В.11.		а) ;        			б) ;	   


          в) ;         			г) .     


В.12.		а) ;       			б) ;


		в) ;         			г) .       


В.13.		а) ;         			б) ;


		в) ;         			г) .       


В.14.		а) ;           			б) ;


		в) ;         			г) .     


В.15.		а) ;        			б) ;


		в) ;        			г) .    


В.16.		а) ;         			б) ;           


в) ;          			г) .    


В.17.		а) ;     			б) ;


		в) ;          			г) .      


В.18.		а) ; 		б) ;


		в) ;            			г) .                 


В.19.		а)  ;          			б) ;


		в) ;            			г) .   


В.20.		а) ;          			б) ;


		в) ;         			г) .  


В.21.		а) ;         			б) ;


		в) ;           			г) . 


В.22.		а) ;            			б) ;


		в) ;           			г) .        


В.23.		а) ;     			б) ;


		в) ;          			г) .            


В.24.		а) ; 				б) ;     


                    в) ;  		г) . 


В.25.		а) ;   		б) ;               


в) ;               		г) .           


В.26.		а);                 		б) ;         


в) ;            		г) .   


В.27.		а) ;             		б) ;      


		в) ;                   		г) .              


В.28.		а) ;            		б) ;


		в) ;             		г)       


В.29.		а) ;              		б) ;


		в) ;              		г).        


В.30.		а) ;              		б) ;       


в) ;              		г) .             


Завдання 4.3 Знайти інтеграли , використовуючи метод інтегрування частинами.


В.1.		а) ;               		б) .


В.2.		а) ;                     		б) .    


В.3.		а) ;                		б) .


В.4.		а) ;                  		б) .


В.5		а) ;                    		б) .


В.6.		а) ;                    		б) .    


В.7.		а) ;         		б) .     


В.8.		а) ;                   		б) .


В.9.		а) ;                      		б) .


В.10.		а) ;                      		б) .   


В.11.		а) ;                  		б) .


В.12.		а) ;                 		б) .


В.13.		а) ;                     		б).


В.14.		а) ;                    		б) .


В.15.		а) ;                		б) .     


В.16.		а) ;                   		б) .


В.17.		а);                       		б) .     


В.18.		а) ;         		б) .


В.19.		а) ;          		б) .


В.20.		а) ;                   		б) .


В.21.		а) ;                      		б) .


В.22.		а)                      		б) .   


В.23.		а) ;		     		б) .  


В.24.           а)  ;                 		б).               


В.25.            а);    		б) .


В.26.            а);                    		б).                    


В.27.           а);                   		б).        


В.28.           а);                     		б) .


В.29.           а);                    		б).            


В.30.           а);                    		б).              
                    


Завдання 4.4. Знайти інтеграли  від функцій , що мають квадратний тричлен.







	





Завдання 4.5. Знайти інтеграли  від дробово-раціональної функції  вигляду:






В.1.     .		   В.2.    .                  В.3.    .            В.4.    .	   В.5.     .                    	 В.6.     .               



В.7.     .                     В.8.     .                      В.9.     .                             



В.10.  .              В.11.  .                 В.12.   .                         



В.13.   .                В.14.    .                     В.15. .



В.16.   .                   В.17.  .               В.18.   .



В.19.   .                    В.20.   .                     В.21.    .



В.22.   .                  В.23.   .                  В.24.   .



В.25.    .                   В.26.  .                В.27.   .



В.28.     .		    В.29.  .                В.30.  .            



Завдання 4.6. Знайти інтеграл  від ірраціональної функції  вигляду:




  


Завдання 4.7. Знайти інтеграли  від тригонометричних функцій.



В.1.  a) ;                 			б) ;


B.2.    а) ;                          			б) ;



В.3.    а)                        			б) ;              


B.4.    а) ;                 			б) ;   


В.5.    а) ;                      		б) ;            


В.6.    а) ;                    			б) ;                 


В.7.   а) ;                  			б) ;         


В.8.   а) ;                      			б) ;


В.9.   а) ;                 			б) ;  


В.10.  а) ;                        		б) ;


В.11.  а) ;                          		б)  ;                                   


В.12. а) ;                          			б) ;                           


В 13.   а) ;                 			б) ;


В.14.  а) ;                            		б) ;                   


В.15.    а) ;                         		б) ;


В.16.   а) ;                           		б) ;                           


В.17.   а) ;                               		б) ;


В.18.   а) ;                            		б) ;       


В.19.   а) ;          			б)  ;            


В.20.   а) ;                          	б) ;           



В.21.   а)  ;                		б) ;


В.22.   а) ;                          	б) ;


В.23.	а) ;                      			б) ;             


В.24.   а) ;                      			б) ;


В.25.    a) ;             				б) ;


В.26.    а) ;                 			б) ;                


В.27.   а) ;               			б) ;


В.28.   a) ;                        		б) ;              


В.29.   а) ;                      			б) ;   


В.30.   а) ;           				б) .                

Завдання 4.8. Обчислити визначені інтеграли.



B.1.	a) 		б) 	в) 	



В.2.	a) 	б) 	в)   		



В.3.	а) 		б) 		в)   		



В.4.	а)	б) ;		в)  		



В.5.	а) 		б)	в)	



В.6.	а) 		б) 		в) 			




В.7.	а) 			б) 		в) 		д) 



В.8.	а) 		б)		в) 		



В.9.	а)	б) 		в) 



В.10.	а) 	б)		в)  	



В.11.	а)	б)	в)



В.12.	а) 		б)	в) 		



В.13.	а) 			б)			в) 



В14.	а)		б)	в) 



В.15.	а) 		б) 	в)



В.16.	а)	б) 		в) 



В.17.	а)		б) 	в) 



В.18.	а)	б) 		в) 



В.19.	а) 		б)	в) 



В.20.	а)	б)		в) 



В.21.	а) 	б)	в) 



В.22.	а);	б);		в) 



В.23.	а);		б);		в) 



В.24.	а) ;		б);	в) 



В.25.	а);		б) ;		в) 



В.26.	а);		б) ;		в) 



В.27.	а);		б) ;	в) 



В.28.	а) ;		б);		в) 



В.29.	а);		б) ;		в) 



В.30.	а) ;		б) ;		в) 

Завдання 4.9. Обчислити невласні інтеграли (або встановити їх розбіжність).


В.1.	а) 						б) 


В.2.	а) 						б)  


В.3.	а) 							б) 


В.4.	а) 						б)  


В.5.	а) 							б)  


В.6.	а) 							б) . 


В.7.	а) 							б)  


В.8.	а) 						б) .


В.9.	а) 						б) .


В.10.	а)						б) 


В.11.	а)							б) 


В.12.	а) 							б) . 


В.13.	а) 							б) 


В.14.	а)						б) 


В.15.	а) 						б) 


В.16.	а) 						б) .


В.17.	а) 							б) 


В.18.	а) .							б) 


В.19.	а) 						б) 


В.20.	а) .							б)


В.21.  а) 						б) 


В.22.	а) ;							б) 


В.23.	а) 						б) 


В.24.	а) 						б) 


В.25.	а)						б) 


В.26.	а) 						б) 


В.27.	а) 						б) 


В.28.	а) 						б) 


В.29.	а) 						б) 


В.30.	а) 						б) 

Завдання 4.10. Обчислити площу фігури, обмежену наступними лініями.

В.1.   



В.2.      


В.3.           




В.4.      



В.5.     

В.6.   

В.7.   

В.8.    

В.9.   

В.10. 

В.11. 

В.12. 

В.13. 

В.14. 

В.15. 

В.16. 

В.17.  (І чверть).

В.18. 

В.19. 

В.20. 

В.21. 

В.22. 

В.23. 

В.24. 

В.25. 

В.26. 

В.27. 

В.28. 

В.29. 

В.30. 

Завдання 4.11. Обчислити об’єм тіла, створеного обертанням фігури, обмеженої графіками наступних функцій навколо вісі OX або OY.
В.1.  [image: ]
В.2.   [image: ]
В.3.   [image: ]
В.4.   [image: ]
В.5.   [image: ]
В.6.   [image: ]
В.7.   [image: ]
В.8.   [image: ]
В.9.   [image: ]
В.10. [image: ]
В.11. [image: ]
В.12. [image: ]
В.13. [image: ]
В.14. [image: ]

B.15.   x = 12 (ОХ); 

B.16.  y = tg x ,  x = ,  y = 0  (OX) ;

B.17. ,  x = -1 , y = 0  (OX);

B.18. ,  y = 0 ,  x = 1 ,  x = 3  (OY) ; 

B.19. ,  y = x,  x = 0,  x = 2  (OY); 
B.20. xy = -4 ,  y = 0 ,  x = -4 ,  x = -1  (OX) ;

B.21. y = sin 2x ,  y = 0 ,      (OX) ;

B.22. , x = 1 ,  y = 1   (OX) ;

B.23.  ,   y = 0 , x = 0 ,  x = 1   (OX) ;
B.24. y = ln x ,   x = 5 ,   y = 0  (OY) ;

B.25.  ,  x = 4 ,  y = 0  (OY) ;

B.26.  ,  x = 3  (OX) ;

B.27. y = ctg x ,      (OX) ;

B.28. y = sin 5x ,  y = 0,   (OY) ;

B.29.    (OY) ;	 

B.30. ,   y = 0   (OY) .

Завдання 4.12. Обчислити подвійний інтеграл.

В.1.   

В.2.   

В.3.   

В.4.   

В.5.   

В.6.   

В.7.   

В.8.   

В.9.   

В.10. 

В.11. 

В.12. 

В.13. 

В.14. 

В.15. 

В.16. 

В.17. 

В.18. 

В.19. 

В.20. 

В.21. 

В.22. 

В.23. 

В.24. 

В.25. 

В.26. 

В.27. 

В.28. 

В.29. 

В.30. 

Завдання 4.13. Змінити порядок інтегрування. Область інтегрування зобразити на рисунку.


В.1.	                           В.2.	                             


В.3.	                            В.4.	                             


В.5.	                           В.6.	                             


В.7.	                          В.8.	                             


В.9.	                          В.10.	                             


В.11.	                            В.12.                             


В.13.	                            В.14.	                             


В.15.	                            В.16.	                          


В.17.	                             В.18.	                             


В.19.	                            В.20.	                             


В.21.	                           В.22.	                             


В.23.	                            В.24.	                             


В.25.	                           В.26.	                             


В.27.	                            В.28.	                             


В.29.	                            В.30.	                             




Завдання 4.14. Обчислити криволінійні інтеграл , де L – відрізок прямої від точки  до точки .

B.1. .

B.2.  

B.3. 

B.4. 

B.5. 

B.6. 

B.7. 

B.8. 

B.9. 

B.10. 

B.11.  

B.12. 

B.13.  

B.14. 

B.15. 

B.16. 

B.17. 

B.18. 

B.19. 


B.20. 

B.21. 

B.22. 

B.23. 

B.24. 

B.25. 

B.26. 

B.27. 

B.28. 

B.29. 

B.30. 


Завдання 4.15. Обчислити роботу змінної сили  на криволінійному шляху L за допомогою криволінійного інтеграла.


В.1.  P(x, y) = 2y, Q(x, y) = 3x;

L:  від точки А(а; 0) до точки В(0; –b) у від’ємному напрямку.

В.2. Р(х, y) = 2x – y, Q(x, y) = y;

       L:  – еліпс, який пробігається у від’ємному напрямку.

В.3. Р(х, y) = 3y, Q(x, y) = xy;  

L:  – від точки А(0; b) до точки В(a, 0) у від’ємному  напрямку.
В.4. Р(x, y) = 2y, Q(x, y) = 3;  


L:  – кардіоїда від  t =0 до  t = .


B.5. P(x, y) = y, Q(x, y) = 2x;  L: x = acos t, y = bsin t, .

B.6. P(x, y) = 2x, Q(x, y) = 3xy;  

L: – від точки A(–а; 0) до точки В(0; –b).
B.7. P(x, y) = 2xy, Q(x;y) = – 5x;

       L: x = аcos t, y = bsin t, .
В.8. Р(x, y) = x – y, Q(x, y) = xy;

        L: x = 3cos t, y = 2sin t,  

B.9. P(x, y) = xy, Q(x, y) = –2y;

       L: x = 5cos t, y = 3sin t, .

B.10. P(x, y) = 2y, Q(x, y) = 3xy;  

L:  – від точки А(0; 1) до точки В (0; –1) у додатному напрямку.

В.11. Р(x, y) = 3xy, Q(x, y) = 5x;

L: x = 3cos t, y = 2sin t, . 
B.12. P(x, y) = xy; Q(x, y) = y – x;

L: x = 4cos t, y = 2sin t, .





B.13. P(x, y) = y; Q(x, y) = xy;  L: x = 2 cos t, y = sin t, t=,  t=–.




B.14. P(x, y) = x; Q(x, y) = y;  L:   – астроїда від  до t=.

B.15. P(x, y) = 2y; Q(x, y) = 3xy;

L: x = a cos t; y = b sin t, .



B.16. P(x, y) = 3; Q(x, y) = x, L: x = 2 cos t – cos2t, y = 2 sin t – sin 2t       – кардіоїда від t = 0 до t=.
B.17. P(x, y) = 3xy; Q(x, y) = 2xy;

         L: x = cos t, y = sin t, .

B.18. P(x, y) = x, Q(x, y) = x – 2y;  

L:  – коло, яке пробігається в додатному напрямку.


В.19. P(x, y) = 5xy; Q(x, y) = – 2x;                   

L: x = a cos t, y = b sin t, .
B.20. P(x, y) = y – x; Q(x, y) = x + y;




         L: – циклоїда від t= 0 до t=.

B.21. P(x, y) = 2x; Q(x, y) = 3y;



         L: x = a cost, y = a sint, .
B.22. P(x, y) = – 1; Q(x, y) = 2x;  



L: x = a cos t – cos at, y = a sin t – sin at – кардіоїда від t= до t.

B.23. P(x, y) = x – y; Q(x, y) = x + y;  L: x = R cos t, y = R sin t,      .

B.24. P(x, y) = 2y, Q(x, y) = – 3x;  L: x = t – sin t, y = 1 – cos t, 

B.25. P(x, y) = – xy, Q(x, y) = 2xy;  

L:  – еліпс, який пробігається у від’ємному напрямку.


B.26. P(x, y) = 3x; Q(x, y) = 2y;  L: x = a cos3t; y = a sin3t, .

B.27. P(x, y) = 2x + 3y; Q(x, y) = – 3y;  L: x = Rcos t; y = Rsin t, .

B.28. P(x, y) = 5y; Q(x, y) = 3xy;  L: x = a cos t; y = b sin t; .
B.29. P(x, y) = 7x3; Q(x, y) = – y;  
L: x = a cos3t; y = a sin3t – від точки А(а; 0) до точки В(0; а).
B.30. P(x, y) = xy; Q(x, y) = 2x2;  

L: x = 5cos t, y = 5sin t; .
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