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Том 18 

ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Июль 1978 Август № 4 

УДК 518:517.948 

КВАЗИНЬЮТОНОВСКИЕ АЛГОРИТМЫ МИНИМИЗАЦИИ, 
ОСНОВАННЫЕ НА ПОСТРОЕНИИ СИСТЕМ 

СОПРЯЖЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

А. П. БУЛАНЫЙ, 10. М. ДАНИЛИН 

(Виев) 

Изучаются квазиньютоновские алгоритмы для минимизациц гладкой 
выпуклой функции f(x), х^Еп. Особенностью алгоритмов является то., 
что построение матрицы Л А

_ 1 - > [f"(xk) ] " * осуществляется с помощью 
системы сопряженных векторов, получаемых из произвольной линейно-
независимой системы. 

1. В настоящей работе изучаются алгоритмы для минимизации гладких 
выпуклых функций, в которых вектор рк, определяющий направление 
движения, строится в виде ръ=—Ак~~*1'(хк), а матрица AJT1 обладает сле
дующим свойством: Ab'^lf (xk) ] ~ 4 при .".ft-*-00. Построение матрицы Аь"1. 
осуществляется с помощью систем векторов, для которых с определенной 
степенью точности выполняются условия сопряженности. Такие системы 
векторов строятся путем ортогонализации некоторой линейно-независимой 
системы векторов. При этом в вычислениях используются лишь первые 
производные функции. Алгоритмы такого типа рассматривались в [']. 
Предлагаемые в настоящей работе модификации методов позволяют со
кратить количество вычислений, не уменьшая скорости сходимости. Наи
более интересный алгоритм изучается в ц. 4: для его реализации требует
ся вычислять ~3/2п частных производных функции. В отличие от алгорит
мов с переменной метрикой (например, [ 2 ] ) , в которых также исполь
зуются системы сопряженных векторов, предлагаемые методы не требуют 
решения одномерных задач минимизации для выбора длины шага. При 
этом оценки скорости сходимости изучаемых методов выше, чем у алго
ритмов с переменной метрикой. В отличие от алгоритмов из [ 3] предлагае
мые ниже методы не требуют построения двойственных базисов. 

Отметим работы [ 4 _ 6 ] , посвященные разработке эффективных алгорит
мов для минимизации гладких выпуклых функций. Однако авторам неиз
вестны алгоритмы, подобные по своим характеристикам изучаемым ниже. 

2. Пусть f(x) — строго выпуклая квадратичная функция, определенная 
на га-мерном пространстве Еп: 

\ f(x) = (Ax, x)/2+(b,x)+c, 
где А — симметричная положительно-определенная матрица, Ъ — вектор, 
с — скаляр. Через гл, будет обозначаться орт ;-й оси координат. 
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Определим систему векторов {г,} следующим образом: 

ri=wir ri=Wi- } — r r h 2<i<n, 

f-J (whei) 
где ef=f(x+rj)—f {x)=Arh a 
(2.1) Wi^hVi, ХгФО. 

Метод, которым строится система векторов {г*}, обеспечивает их А-ор
тогональность (см., например, [ 7 ] ) , т. е. 

(2.2) (4г, ,г , )=0, (Лг<,г«)>0 

для всех Ki, j<n, i=£j. При выборе wit в виде (2.1) оказывается, что 
TV=0 при всех Ki<j^n (здесь и далее верхние индексы указывают, что 
рассматривается соответствующая верхнему индексу координата векто
ра). Используя этот факт, легко показать, что е / = 0 при всех Kj<i^n и 

(2.3) (щ,ег) = (гие{) = (и;иАгг). 

Определим матрицу 

в^У- Г,Г< 
1 (Wi,ei) 

(символ * обозначает операцию транспонирования). С учетом (2.3) 
п * 71 * 

Таким образом, B=A~i и можно найти точку минимума функции f(x) по 
формуле 

x*=x0—Bf (х0) = х0 — 
(/.-,г*) 

Гг. {1иие{) 
г=.1 

Как будет показано ниже, в случае неквадратичных функций свойст
ва (2.2) и (2.3) будут приближенно справедливы, и это дает возможность 
построить алгоритмы, представленные в настоящей статье. 

3. Рассмотрим алгоритм минимизации, в котором последовательные 
приближения строятся по формуле 

qui 
1 = 1 

Система векторов {rki} строится таким образом: 

(whi,ekj) 

, V 1 (/ь\гьг) (3.1) xh+i=xk+ahph=xk-ah ) rhi. 

>rkh г^г^п, 

(3.2) 
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причем А А ^ О , НО К т Я А = 0 , a e^f (xh-\-rhi)--f (xh). Величина qki опреде-

ляется следующим образом: 

^ | (wki,eki), (whi,ehi)>0, 
q h t I (гм,в м ) , (и?м»^м)<0-

В качестве скалярного множителя ak Дерется значение параметра 
0 < а ^ 1 , при котором выполняется неравенство 

(3.3) f(xk+aph) - / ( * * ) < е а (// , 0 < е < 7 2 

(более подробно данный способ выбора ah описан в [ 3 * 8 ]) . 
Далее будем опускать индекс й в написании величин гЛг-, дАг-, wkx, ем и 

обозначать последние через гг, q{, Wi, вг соответственно. * 
Исследуем свойства этого процесса. Предположим, что / (#) — дважды 

непрерывно дифференцируемая, сильно выпуклая функция, т. е. сущест
вуют постоянные 0<яг<М такие, что для всех я, у^Еп справедливо нера
венство 

(3.4) т\\у\\*<(Г(х)у,у)<М\\уГ. 

Отметим тот факт, что д г >0, так как 

(3.5) <г,, е<) = (г„ f\xh+n) -Г(хк)) - (гг, Г (xk+Qiri)ту) >т\Ы\\ 
6 г е [ 0 , 1 ] . 

В дальнейшем будем использовать обобщенную формулу Лагранжа без 
подробных объяснений. Через § f t будут обозначаться величины, стремя
щиеся к нулю при к - > о©. 

Л е м м а 1. При сделанных выше предположениях о функции f(x) 
и выборе множителей Xh справедливы оценки 

(3.6) (А,е3.)==Мг<|1И1, 

(3.7) ( ^ ^ - ( ^ е О - М ^ И Н в ' Н 

для всех К г , ] ^ п , гФ]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по г. При i=1, 2 

II=!|it>ill=| |, 

1А*1< Г , Н и > 1 — 7 Г Ц>1 <1Я*1 1 + „ „- < C l X t l , 
II • . (wue^) II L mllrJI2 J 

(через С будут обозначаться положительные, равномерно ограниченные 
по к постоянные). Далее, 

( г 2,в1 )*=(и7„е , ) - - r ( ic i ,« i )=0 , 
(w„e,) 

= ( r i , / " ( x A +e 1 r 1 ) r 2 ) + (r1, I/" (аь+вл) - / " (аь+бл))r.) -
= (»'2 ,e 1 )+p. | |r l | | | | e 2 | |=M|r l | | | | e . | | , р\-Ю,, 

в силу непрерывности матрицы вторых производных и оценки (3.8). 
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Пусть соотношения (3.6), (3.7) Справедливы и IW |<C|A*|- для всех 
1^г, у^т. Докажем, что эти оценки справедливы и для всех 1^*, /=^т+1. 
Отметим, что начиная с некоторого /с, в силу (3.7), qi=(wbei) Д л я 

l ^ i ^ x и 

I U < y r T + 1 B - | | ^ - ^ i 2 ^ r , | [ < 
2 = 1 • 

МЫ-
I (m/M+fa) 

т. е. | |г, + 1 | | имеет тот же порядок малости, что и ' | | г , | | , . . . ,.||rt|f. Далее 
имеем 

(r t + 1 , е-) = (и? х + 1, е}) - (и\+„ е})-
(r*e,)(l+P») 

(3.9) 

1 = 1,2=?̂  
(г л e t + 1 ) = (r T + 1 , + (г,-, [ /"(x h +Q x + i r x + i ) /" (хк+Ъгз) ]rx+l): 

.(Гт+i, е т + 1 ) = ( M ? t + 1 , е т + 1 ) + V (Wx+U6^ р л ] | Г т + 1 | | || 6?T + 11| = 
q{ 

i = i 
= (Wxfi, ex+i) +p f e | |r T + 1 | | lk T + 1 | | . 

Лемма доказана. 
Л е м м а 2. Если в дополнение к условиям леммы 1 матрица вторых 

производных /"(х) удовлетворяет условию Липшица 

(3.10) \\f"(x)-f"(y)\\<R\\x-y\\ 

для любых х, у^Еп, то в (3.6), (3.7) имеем 

(3.11) | M < C p L A | . ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы повторяет доказательство леммы 1, 
за исключением доказательства соотношения (3.9). Имеем 

(г,, e t + 1 , ) = (r T + 1 , вО + ̂ + 1 [ Г ( « А + в т + Л + 1 ) — Г ( « * + в Л ) ] п ) = 

Рассмотрим матрицу 
n » 

.1 == 1 

Она симметрична и положительно определена. Формула (3.1) может быть 
представлена в виде 

(3.12) Xk+i^Xk—ahAfT^k. 
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Л е м м а 3. Если выполняются условия леммы 1, то при к-*°° 

(3.13) 

Если дополнительно выполняется условие Липшица (3.10) для матрицы 
вторых производных /"(х), то справедлива оценка 

(3.14) \\Ak~U"\\<C\).k\. 

Доказательство (3.13) проводится аналогично доказательству лем
мы 2.5.1 в [ 8 ] . Соотношение (3.14) доказывается следующим образом: 

Л = > — = Ъ+ци 

Яг 
. г = 1 

причем ||r]j||<CAA

2, что следует из (3.11). Следовательно, Ah{rj+r\j) =в]. 
Обозначим Bk=Ah—fh", тогда 

1 

В* (о+т] , ) = ег-.и"гНь%=Ч"У\} + j 1" г, d.x-

- j /" (я.) г, + j [ Г (**+тг,) - Г (*») ]г, dx, 

1 1 5 А ( о + т 1 0 1 1 < ^ а , 2 + д | | г ° | | 2 < а , 2 . 

Так как система векторов {г,} линейно-независима, Hr -Hs^, Нт^И^СА*,2 

и lim Xk=0, то при достаточно больших к система векторов {г,} таких, ч т о 

rs=rf\-y\h также будет линейно-независимой. 
Действительно, рассмотрим определитель Д к , строками которого яв

ляются векторы г// | |г , | | : 

Гх1 + V 

т Й г + О ( Я , к ) > е > 0 ' 

.П'нми = 

i = i II 7 г II 

при достаточно больших к . Повторяя дальше рассуждения леммы 2.5.1 из 
[ 8 ] , устанавливаем, что | | 5 Й | | = | |Л А —Д"| |^С |X k \ , что и требовалось до
казать. 

На основании леммы 2 и условия (3.4) можно утверждать; что матри
ца Ак~1 удовлетворяет при больших к условию ттгЛг/И2^(Ак~*у, у)^ 
<М{\\у\\\ т 4 > 0 , для всех у^Еп и \\хк—я*||->0 п р и к - ^ о о . 

Будем теперь считать, что 

(3.15) CM^%\<C2\\fk% 

причем постоянные Ct>0 и С2 не зависят от к . 

3 ЖВМ и МФ, Кя 4 
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Т е о р е м а 1. Если f(x) удовлетворяет сформулированным выше тре
бованиям, выбирается согласно условию (3.15), то последовательность 
(3.1) сходится к точке минимума со сверхлинейной скоростью. Если же 
выполняется также и условие (3.10), то скорость сходимости квадра
тичная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы основывается на результатах леммы 3 
и аналогично доказательству теоремы 2.3.1 из [ 8 ] . При этом необходимо 
уточнить оценку скорости сходимости во второй части доказательства: 

\\xk+i-xA\<M{\\A^^ 

\\Ah-j^C\)J<C\\fk'\\< \ \ x h - x A \ , 

следовательно, \\xh+i—x*\\^C\\xk—x*\\2, что и требовалось доказать. Следует 
отметить, что в методе (3.1), (3.2) при каждом к необходимо вычислять 
только 7г (лг+3) /2 частных производных, а не 2п2, как в методе (10), (12) 
из [*]. 

4. Рассмотрим теперь свойства итерационного процесса 

(4.1) хш=хк—ЪкАА-%\ 

определяя матрицу Ah~l следующим образом: 

(4.2)* A - ^ V - ^ ^ , 
^ а и ! Qh-i 
i = 0 

где векторы rh=rln+s, £ = 0 , 1 , . . . , K s ^ r c , строятся по формулам 

Qln+j 

j=i 

a Win+a=Xin+ava, причем Xin+s^=0, и где 

e h = f ( x h + r h ) — f ( x h ) , 

(wk-i, eh-i), (wh-i, ek-i) >0 , 
qh-•-{ ( r k - i , e k - i ) , (ivk-i,ek-i)<0. 

Величина ah определяется таким же образом, как в п. 3. Далее к час
то представляется в виде \n+s, а слагаемое ^п опускается. 

Будем считать, что при выборе множителей Хк выполнены условия 

I' К 
< 1, Ks<n-l, 

причем С не зависит от а матрица вторых производных f\х) удовле
творяет условию (3.4). 

Отметим, что неравенство (3.5) справедливо и для процесса (4.1), 
(4.2), следовательно, матрица АьГ1 положительно определена. Следова
тельно, при выборе ак из условия (3.3) получим fk+i<fk, и так как функция 
f(x) ограничена снизу, то Д-*0 при к->°°. Используя соотношение 
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(3.3) и положительную определенность матрицы Ак~\ получаем, что 

0 < (/' (xh), xk+i-xk) =-ah (//, pk) < ^ -> О, 
, e 

поэтому (см. [ 8 ] , стр. 82) 

(4.4) \\Xh+i-Xh\\-+o. 

Описываемый итерационный процесс является обобщением процесса 
(3.1), и в последующем изложении некоторые выкладки (аналогичные 
тем, которые проводились при изучении метода (3.1)) будут проведены 
без подробных объяснений. 

Л е м м а 4. При сделанных выше предположениях'о свойствах матри
цы вторых производных f'(x) и выборе множителей %к для процесса (4.1), 
(4.2) справедливы соотношения 

(4.5) (г*-,, ^ - Р Л Г А - Л Ц ^ И , 

(4.6) (гл_г-, eh_{) — (ivh-i, ek-i) =pA||rfc_,|| ||еА_* || 

0<£, /</г—1, где при 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть k=^n+s. Рассмотрим систему векторов 

r _ n + 8 + i , . . . , г0,~ги ..-., rs (индекс \п опущен). При выполнении условий 
(4.3), (4.4) можно показать, рассуждая так же, как и в лемме 1, что 
1кА-«11^С|А*-,-| и соотношения (4.5), (4.6) справедливы для всех 0<i, /'< 
< s — 1 и s<£, j^n— 1. 

С учетом этого остается показать, что 

(4.7) (гье-п„)=$к\\гМе-п+А\, 

(4.8) (г-п+иез)=$к\\еМг-п+Л 

для всех i, j таких, что Kj^s<i^n. 
Соотношение (4.7) доказывается индукцией по / . П у с т ь сэ в=Л вД- п+«. 

Тогда г 1,=со 1г_ п + 1 и 

(ru e-n+i)=-(i)i(r-n+il e_ n + i )=p A -(Oil | r_ n + 1 | | | | e_ n + J |=p f c | | r 1 | | | | e -„ + i l l . ; 

Пусть (4.7) справедливо для всех / таких, что 0<j<%<s, тогда 

( г т + 1 . , e_ n + i )=G)t + i (M?-n+t+i , e-n+i) — 2̂  — \rh e-n+i) = 

==(0t+i(^-n+t+i, e-n+i)-t(i)x+i ) - — (r_ n + i, e_n+<) + 
j = 0 

II ^-i-* IIH ^ — I I l| II * II -

Используя обобщенную формулу Лагранжа и соотношения (4.4), (4.7), 
легко доказать справедливость (4.8). , 
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Из леммы следует, что qh=(wh, ek) начиная с некоторого и для 
0<]'<п— 1 имеем 

п -1 л < VI rh-irh-ieh-j . 
Ак-1екЧ= } - = г А - ; - + т 1 Л - Л 

I (Mb-,-. вь_,) г = и 
где Urift-jll^^llrfe-^+ill, поэтому аналогично теореме 1 может быть доказана 

Т е о р е м а 2. Если выполняются условия леммы 4, матрица оп
ределяется формулой (4.2), ak выбирается из условия (3.3), то независи
мо от выбора начального приближения х0 последовательность (4.1) схо
дится к точке минимума со сверхлинейной скоростью. 

Если матрица вторых производных f'(x) удовлетворяет условию Лип
шица (3.10), то оценка скорости сходимости может быть уточнена следую
щим образом. Пусть 

C 1 | | / t i + i K l ^ + . K C | | / $ n + i | | , 
где C t > 0 и С не зависят от %. Тогда для любых l^Kj^n имеем 

\\Г (х^^) - Г ( ^ + в л ) К Д | | * , + е < г < - * , - е л | | < 

Аналогично, | | / / / (^_ n + i +0_ n + : , r_ n + j ) —/^(^г+Эг-Гг) H ^ C | | a ; _ „ + 1 — П о в т о р я я 
далее рассуждения лемм 2, 3 и теоремы 1, можно получить следующую 
оценку скорости сходимости: 

||#sn+s+i—£*II^C|l#$n+s—я* II И^а-оп-и—х*\\-
При реализации процесса (4.1), (4.2) на ЭВМ необходима память объ

емом п2+о(п2) ячеек для хранения значений, компонент векторов {ri} и 
{ег-}, к—п^Кк—1. 

На каждом шаге итерационного процесса необходимо вычислять от 
п+1 до 2п частных производных функции f{x), т. е. (Зп2+п)/2 производ
ных на п шагах. 

До сих пор мы рассматривали итерационный процесс (4.1), (4.2) начи
ная с к=п, поскольку для определения матрицы Д/f 1 требуется п векто
ров fh и соответствующих величин tqh. Первые итерации процесса (к<п— 1) 
можно осуществлять различными способами. Например, полагать р*=—// 
и производить градиентный спуск либо, вычисляя A h ~ l по формуле 

i = 0 

осуществлять спуск в подпространстве Ек, натянутом на векторы 
vu ..., vk. Возможны и другие способы организации первых шагов процес-
са (4.1), (4.2). 

5. Рассмотрим модификации метода (4.1), (4.2), в котором векторы 
{rln+s} строятся по формулам 

E (ws+U e8+i,j) 
^ Vh 

где e8+it j = f (x8+i+rj)—f'Xxs+t) (в этих формулах опущен индекс I n ) . 
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При таком способе построения векторов { r 5 n + s } не требуется хранить 
в памяти информацию о векторах {ek-i}, т. е. для реализации этого метода 
необходимый объем памяти равен п2/2+о(п2) ячеек, при этом дополни
тельных вычислений функции f(x) и ее частных производных не требует
ся, а все оценки скорости сходимости сохраняются. 

Поступила в редакцию 4.04.1977 
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