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В статье рассматривается степень близости объектов с учетом изменения информации во 
времени на примере отношения нечеткого равенства. Исследованы свойства отношения и показаны 
ограничения, при которых отношение нечеткого равенства является отношением нечеткой эквивалентно-
сти.  

Ключевые слова: нечеткое равенство, нечеткая ситуация, лингвистическая переменная, терм 
множество,  отношение эквивалентности.  

  
Введение 
Решение большинства задач, связанных с вопросами управления,  планирования, иден-

тификации объектов, основано на использовании экспертной информации. В частности, в та-
моженной службе Украины указанные задачи возникают при идентификации и определении 
культурной или исторической ценности предметов искусства, при определении таможенной 
стоимости товаров и т.д. В связи с этим задача точной  идентификации и, соответственно, зада-
ча разработки эффективных методов обработки и анализа экспертной информации является 
актуальной.  

Экспертная информация представима, как правило, в виде отношений, которые в, свою 
очередь, могут быть четкими или нечеткими. Нечеткие отношения применяются при анализе 
взаимосвязей объектов, когда связь может быть проинтерпретирована в терминах «связь при-
сутствует» или «связь отсутствует». В этом случае при проведении качественного анализа сис-
тем происходит потеря информации о силе связи между объектами либо требуется проведение 
вычислений при разных порогах на силу связи. Использование теории нечетких отношений по-
зволяет проводить качественный анализ систем с учетом различия в силе связей между объек-
тами системы.  

Экспертная информация о рассматриваемой предметной области является совокупно-
стью качественных и количественных оценок и характеризуется неполнотой и нечеткостью. 
Если оценки эксперта носят качественный характер, то для описания связей применяются от-
ношения линейного или частичного порядка, эквивалентности, толерантности, а иногда и про-
извольные отношения, не обладающие такими свойствами, как связность, транзитивность и т.д. 
Если экспертная информация содержит количественные оценки, используются метризованные 
отношения соответствующего типа [1]. Работа [2] посвящена исследованию свойств нечетких 
соответствий, отношений и графов, рассматриваются понятие нечеткой ситуации, рассматри-
ваются способы определения степени нечеткой близости на основе степени нечеткого равенст-
ва, нечеткого включения и нечеткой общности ситуаций. В работе [3]  рассматриваются методы 
обработки экспертной информации для определения степени близости объектов в зависимости 
от типа экспертной информации. Для количественной экспертной информации проведен анализ 
мер близости в зависимости от типа шкалы, в которой проводились измерения. Для качествен-
ной информации проводится анализ степеней нечеткой близости ситуаций. 

 
1. Постановка задачи 
Целью данной работы является исследование отношения нечеткого равенства на нечет-

ких ситуациях с учетом изменения информации об объектах во времени.  
Пусть х – объект, оцениваемый экспертами, описывается совокупностью признаков 

}ѓМ,...,ѓМ,ѓМ{ѓ¬ n21= . Все признаки Ξ∈iξ  относятся к одному из трех типов: числовому, 
булевому или лингвистическому. Каждый лингвистический атрибут 

iξ  (i∈I={1,…,N}) описы-
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вается соответствующей лингвистической переменной 〉Ξ〈 iii D,,ξ , где },...,,{ 21
i
m

ii
i i

ξξξ=Ξ  – 

терм множество лингвистической переменной 
iξ  (набор лингвистических значений признака), 

im  – число значений признака, 
iD  – базовое множество признака 

iξ . Для описания термов 
{ }( )i

j
i mLj ,...,2,1=∈ξ , соответствующих значениям признака 

iξ , используются нечеткие пере-
менные 〉〈 i

ji
i
j CD ~,,ξ , т.е. значение i

jξ  описывается нечетким множеством i
jC~  в базовом множе-

стве iD : ( ) }/{~ 〉〈= ddC i
jC

i
j µ , 

iDd ∈ . 

 
2. Основной материал и результаты 
В терминах теории нечетких множеств каждый объект Xx ∈  можно определить как не-

четкую ситуацию [3]: 
}/)({ 〉〈= iixx ξξµ ,   Ξ∈iξ                                                            (1) 

 
где ( ) }/)({)( 〉〈= j

i
j

iix ix
ξξµξµ ξµ

, Lj ∈ , Ii ∈ . Для признаков 
iξ  булевого типа 

}1;0{)( ∈ix ξµ .  
Ситуации 

ix  и 
jx  нечетко равны, )( ji xx ≈ , если 

incji txx ≥),(µ , tinc – некоторый порог 

нечеткого равенства ситуаций. 
ji xx ≈ , если нечеткие значения соответствующих признаков в 

ситуациях 
ix  и 

jx  нечетко равны, т.е. ))()()(( ixixi ji
ξµξµξ ≈Ξ∈∀ . Степень нечеткого равенства 

задается выражением [3]: 
))(),((&),( iyix

i

yх ξµξµµµ
ξ Ξ∈

= ,                                             (2) 

где 
))()(())(),(( )()(& i

j
i
jiyix iyix

i
i
j

ξµξµξµξµµ ξµξµ
ξξ

↔=
∈

.                               (3) 

Данное определение предполагает, что iξ  не изменяются во времени. Однако большин-
ство предметных областей является изменяющимися. Будем различать реальное изменение 
значения ξi-го признака во времени и потенциальное. Под реальным изменением будем пони-
мать фактические изменения за определенный период времени. Под потенциальным – измене-
ние, которое может произойти. Введем числовую характеристику ti, отражающую фактор по-
тенциального старения признака ξi во времени. При этом ti∈[0;1], i = 1, 2, …n. Если ti = 0, то ξi 
не изменяется во времени, при ti = 1 признак ξi считается заведомо изменяющимся, чем больше 
ti, тем больше вероятность изменения во времени значения признака ξi. Принимая во внимание 
фактор старения информации в работе [3] определяется степень близости как:  

 
µ(х, у)= ( ) ( ))),),1(min((& iyixit

i

ξµξµµ
ξ

−
Ξ∈

,                                    (4)  

 
( ) ( ) =− )),),1(min(( iyixit ξµξµµ

( ) ( ) ))())(),1(min((& i
j

i
ji iyix

i
i
j

t ξµξµ ξµξµ
ξξ

↔−
∈

,                   (5) 

 
где }/)({},/)({ 〉〈=〉〈= iiyiix yx ξξµξξµ  есть некоторые ситуации, ))(),(( iyix ξµξµµ  оп-

ределяется по формуле (3). 
 
Таким образом, если 

ii t<∃ 0:ξ , то степень достоверности определения меры сходства 
принимается равной минимальной степени достоверности равенства изменяющихся признаков, 
которая в свою очередь определяется при помощи коэффициента it  изменения признака 

iξ  во 
времени. 
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Определяя таким образом степень равенства ситуаций х и y, ненулевое значение функ-
ции принадлежности ( )yx,µ  получим в том случае, когда будут совпадать все значения атри-
бутов булевого типа.  

Применение предложенного способа определения степени нечеткого равенства ситуа-
ций обеспечивает более точное определение наиболее близких объектов при идентификации. 
Частным случаем применения предложенного способа является применение его для поиска 
объектов в базах данных.  

Рассмотрим пример. Пусть в базе данных имеется объект х, который в соответствии с 
выражением (1) представляется в виде:  

х={<<1/ 1
1ξ >, <0,45/ 2

1ξ >, <0/ 3
1ξ >/ξ1>, <<1/ 1

2ξ >, <0,3/ 2
2ξ >, <0/ 3

2ξ >/ξ3>, <<0/ 1
3ξ >, <0,7/ 2

3ξ >, 
<1/ 3

3ξ >, <0,7/ 4
3ξ >, <0/ 5

3ξ >/ξ3>, <<1/ 1
4ξ >, <0/ 2

4ξ >, <0/ 3
4ξ >/ξ4>, <<0,2/ 1

5ξ >, <1/ 1
5ξ >, <0,2/ 3

5ξ >/ξ5>, 
<1/ξ6>}, где ξ6 – булевый признак.  

При этом будем предполагать, что признаки имеют следующие характеристики измене-
ния во времени: t1 = 0,4, t2 = 0,4, t3 = 0,2, t4 = 0,1, t5 = 0,3, t6 = 0,3. Предположим, что с течением 
времени некоторые признаки изменили свое значение, и реальный объект не совпадает со сво-
им описанием в базе данных.  

Обозначим объект с изменившимися характеристиками через у = {<<0,6/ 1
1ξ >, <1/ 2

1ξ >, 
<0,4/ 3

1ξ >/ξ1>, <<0/ 1
2ξ >, <1/ 2

2ξ >, <0/ 3
2ξ >/ξ2>, <<0/ 1

3ξ >, <0,2/ 2
3ξ >, <0,7/ 3

3ξ >, <1/ 4
3ξ >, <0/ 5

3ξ >/ξ3>, 
<<1/ 1

4ξ >, <0/ 2
4ξ >, <0/ 3

4ξ >/ξ4>, <<0,8/ 1
5ξ >, <0,3/ 1

5ξ >, <0/ 3
5ξ >/ξ5>, <0/ξ6>}.  

Определим степень близости х и у сравним результаты поиска при применении  форму-
лы (2) и (4). Первоначально подсчитаем степень нечеткого равенства нечетких объектов х и у с 
использованием (2)-(3).  

Имеем:  
 
µ(х,у) = {<<1↔0,6>/ 1

1ξ , <0,45↔1>/ 2
1ξ , <0↔0,4>/ 3

1ξ >/ξ1; <<1↔0>/ 1
2ξ , <0,3↔1>/ 2

2ξ , 
<0↔0>/ 3

2ξ >/ξ2; <<0↔0>/ 1
3ξ , <0,7↔0,2>/ 2

3ξ , <1↔0,7>/ 3
3ξ , <0,7↔1>/ 4

3ξ , <0↔0>/ 5
3ξ >/ξ3; 

<<1↔1>/ 1
4ξ , <0↔0>/ 2

4ξ , <0↔0>/ 3
4ξ >/ξ4; <<0,2↔0,8>/ 1

5ξ , <1↔0,3>/ 2
5ξ , <0,2↔0>/ 3

5ξ >/ξ5; 
<1↔0>/ξ6}. Имеем µ(µх(ξ1), µу(ξ1)) = 0,45, µ(µх(ξ2), µу(ξ2)) = 0, µ(µх(ξ3), µу(ξ3)) = 0,3, µ(µх(ξ4), 
µу(ξ4)) = 1, µ(µх(ξ5), µу(ξ5)) = 0,2, µ(µх(ξ6), µу(ξ6)) = 0.  

 
Следовательно, µ(х, у) = 0. 
 
Применяя (4)-(5), получим: µ(х,у) = {<<0,6↔0,6>/ 1

1ξ , <0,45↔1>/ 2
1ξ , 

<0↔0,4>/ 3
1ξ >/ξ1; <<0,6↔0>/ 1

2ξ , <0,3↔1>/ 2
2ξ , <0↔0>/ 3

2ξ >/ξ2; <<0↔0>/ 1
3ξ , 

<0,7↔0,2>/ 2
3ξ , <0,8↔0,7>/ 3

3ξ , <0,7↔1>/ 4
3ξ , <0↔0>/ 5

3ξ >/ξ3; <<0,9↔1>/ 1
4ξ , <0↔0>/ 2

4ξ , 
<0↔0>/ 3

4ξ >/ξ4; <<0,2↔0,8>/ 1
5ξ , <0,7↔0,3>/ 2

5ξ , <0,2↔0>/ 3
5ξ >/ξ5; <0,7↔0>/ξ6}.  

 
Тогда µ(µх(ξ1),µу(ξ1)) = 0,45, µ(µх(ξ2), µу(ξ2)) = 0,3, µ(µх(ξ3), µу(ξ3)) = 0,3, µ(µх(ξ4), µу(ξ4)) 

= 0,9, µ(µх(ξ5), µу(ξ5)) = 0,2, µ(µх(ξ6), µу(ξ6)) = 0,3.  
 
Следовательно, µ(х, у) = 0,2.  
 
Таким образом, предложенный способ увеличивает возможность успешной идентифи-

кации за счет повышения вероятности включения подлежащего распознаванию объекта в сферу 
внимания. 

Пусть }~,...,~,~{ 21 NxxxX =  есть некоторое множество типовых ситуаций. Нечеткое от-
ношение ( )F~,S~ =ϕ , где  
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{ }jijiF
xxxxF ~,~/~,~~ µ=                                                     (6) 

 
является отношением нечеткого равенства, если 
 

jijiF
xxxx ~,~~,~ µµ = .                                                      (7) 

 
Пусть множество Х не содержит плохо определенных относительно некоторого порога 

ситуаций. Степень достоверности описания ситуации iх~  считается низкой, а ситуация считает-
ся плохо определенной, если хотя бы один признак ξk∈Ξ в ситуации плохо определен [2, с. 99]. 
В свою очередь, признак ξk плохо определен в ситуации iх~ , если 

),1())()(( )( incinc
k
dk

k
d tt

kix
−∈Ξ∈∃ ξµξ ξµ

, т.е. нечеткое значение признака ξk в ситуации iх~ содержит 

термы, со степенью принадлежности из интервала )t,t( inkink−1 . Будем считать, что если 
Xxx ji ∈∃ ~,~ : ))~~(&)~~(( jiji xxxx ⊆⊆ , ),},,...,1{,( jiNji ≠∈  то iх~  и jх~  

нужно воспринимать как одну 
ситуацию. 

Как и для четких отношений, тип нечеткого отношения определяется совокупностью 
его свойств. К основным свойствам отношений относятся свойства рефлексивности, антиреф-
лексивности, симметричности, несимметричности, антисимметричности, транзитивности, связ-
ности. Основными типами отношений являются отношения порядка, толерантности, эквива-
лентности, доминирования.  

Рассмотрим характерные для нечетких отношений свойства, совокупность которых по-
зволяет определить тип нечеткого отношения. Основное различие нечетких отношений состоит 
в том, что для них вводится понятие степени, отражающее их нечеткость.  

Пусть дано произвольное нечеткое отношение ( )F~,Х~ =ϕ . В работе [2] вводятся сле-
дующие определения степени отношений. 

Степенью рефлексивности ref)~( ϕα  называется величина, определяемая выражением  
 

x,x&)~( F
Xx

ref µ=ϕα
∈

.                                                     (8) 

Отношение ( )FХ ~,~ =ϕ  называется нечетко рефлексивным, если 50,)~( ref ≥ϕα , нечетко 
нерефлексивным, если 5,0)~( ≤refϕα . Если 5,0)~( =refϕα , то отношение ϕ~  называется рефлек-
сивно индифферентным.  

Степенью антирефлексивности  называется величина  
 

),(),(&)~( xxxx FXxFXxref µµϕβ
∈∈
∨¬=¬= .                                   (9) 

 
Отношение ϕ~  называется нечетко антирефлексивным, если ref)~( ϕβ  ≥ 0,5 и нечетко не-

антирефлексивным, если 
ref)~(ϕβ ≤ 0,5. При 

ref)~(ϕβ  = 0,5 антирефлексивно индифферентно.  
Степенью симметричности sym)~( ϕα  называется величина 

( )xyyx FF
yx

Xyxsym ,,&)~(
,

µµϕα →=
≠

∈

                                      (10) 

Отношение ϕ~  называется нечетко симметричным, если sym)~( ϕα  
≥ 0,5 и нечетко несим-

метричным, если sym)~( ϕα  
≤ 0,5. При sym)~( ϕα  

= 0,5 симметрично индифферентным.  
Степенью антиссимеричности ( )sym

~ϕβ  называется величина  

( )x,y&y,x&)~( FF

yx
Xy,x

sym µµ¬=ϕβ
≠

∈

.                                    (11) 
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Отношение ϕ~  называется нечетко антисимметричным, если ( )sym
~ϕβ  ≥ 0,5 и нечетко не-

ассиметричным, если ( )sym
~ϕβ  ≤ 0,5. В случае, если ( )sym

~ϕβ  = 0,5, отношение ϕ~  называется ан-

тисимметрично индифферентным.  
Степенью транзитивности tr)~( ϕα  отношения ϕ~  называется величина  















 µ→µµ∨=ϕα

≠≠
∈

z,x)z,y&y,x(&)~( FFFy
zyx
Xz,y,x

tr
.                           (12) 

 
Отношение ϕ~  называется нечетко транзитивным, если tr)~( ϕα  ≥ 0,5, нечетко нетранзи-

тивным, если tr)~( ϕα  ≤ 0,5, транзитивно индифферентным, если tr)~( ϕα  = 0,5. 
Покажем, что отношение нечеткого равенства ( )F~,Х~ =ϕ  является отношением нечет-

кой эквивалентности. При этом { }jijiF
x~,x~/x~,x~F~ µ=  является отношением нечеткого 

равенства, если jijiF
x~,x~x~,x~ µ=µ , ji x~,x~µ  определяется выражениями (4-5). 

Четкое отношение называется отношением эквивалентности, если оно рефлексивно 
симметрично и транзитивно. Для доказательства нечеткой эквивалентности необходимо 
доказать, что ( ) ( ) ( ) 50,~&~&~

trsymref ≥ϕαϕαϕα  или, с учетом вида отношения ϕ~   

 
( ) ( ) ( ) t~&~&~

trsymref ≥ϕαϕαϕα .                                            (13 ) 

 
Покажем, что ( ) incref t~ ≥ϕα . С учетом выражений (8) и вида отношения ϕ~  можем за-

писать, что ( ) )x,x(&~
Xx~ref µ=ϕα

∈
. Необходимо показать, что Хх~ ∈∀  справедливо 

( ) inctх~,х~ ≥µ . Принимая во внимание (4) и (5), данное неравенство эквивалентно условию 

( )( ) inciхixi
i

t)},(),tmin{(& ≥ξµξµ−µ
Ξ∈ξ

1 .  

С учетом (1), (4) и (5) требуется показать, что (∀ ξi
j∈ξi): 

 
( ) ( ) ( ) ( ) inc

i
j

i
ji

i
j

i
ji t))())(),t1(min(())())(),t1min((( iхixiхix ≥ξµ¬∨ξµ−∧ξµ∨ξµ−¬ ξµξµξµξµ

              (14) 
 

Рассмотрим, при каких  ti неравенство (13) верно. Поскольку по предположению мно-
жество Х не содержит плохо определенных относительно некоторого порога ситуаций, то в си-
туации iх~  все термы нечетких значений признака ξk имеют степень принадлежности, не при-
надлежащую интервалу (1-tink, tink). Т.е. :ii

j ξ∈ξ∀ ( ) inc
i
jiх t)( ≥ξµ ξµ .  

Пусть ti ≥ tinc, тогда 1-ti ≤ tinc, ( ) inc
i
ji t)(,t1min( ix ≤ξµ− ξµ

 и, в свою очередь, 

( ) inc
i
ji t)(,t1min(1 ix ≥ξµ−− ξµ

.  

Тогда ( ) ( ) inc
i
j

i
ji t))())(),t1min((( iхix ≥ξµ∨ξµ−¬ ξµξµ

, ( ) ( ) inc
i
j

i
ji t))())(),t1(min(( iхix ≤ξµ¬∨ξµ− ξµξµ

.  
Неравенство (13) не выполняется.  
Аналогично доказывается, что при ti ≥ tinc неравенство (13) выполняется. Т.о. 

( ) incref t~ ≥δα  при ti ≥ tinc.  

Проверим выполнение неравенства ( ) t~
sym ≥ϕα . Учитывая (10), имеем:  

( ) ( ))х,у()у,х(&x,yy,x&)~(
yx

Xy,x
FF

yx
Xy,x

sym µ∨µ¬=µ∨µ¬=ϕα
≠

∈
≠

∈

.  

Необходимо, чтобы t)х,у()у,х( ≥µ∨µ¬ . Последнее неравенство выполняется для лю-
бых ti.  
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Аналогично доказывается, что ( ) inctr t~ ≥δα . 
 
Выводы 
Отношение (3), где μ определяется выражением (5), является отношением эквива-

лентности при ограничениях на ti, что дает возможность разбить множество Х типовых си-
туаций на классы нечеткой эквивалентности. При этом в один класс будут входить нечетко 
равные между собой ситуации, которые, с учетом порога t, можно считать одной ситуаци-
ей. Это может использоваться при идентификации входной хорошо определенной ситуа-
ции 0х~  посредством сравнения ее с ситуациями из Х на нечеткое равенство.  

Поскольку между основными типами шкал и отношениями существует непосредст-
венная связь перспективным является построение шкал с учетом типов отношений в рас-
сматриваемой предметной области.  
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